Unidad Il

Transformada de Laplace
2.1. Definicion y propiedades de la transformada de Laplace.

Sea E el espacio vectorial de las funciones continuas a trozos y de orden
exponencial (esto es, dada una funci“on f(t) continua a trozos existen las
constantes Ky w tales que Vt la funcion f est’a acotada en la forma |[f(t)| < Ke wt).

Se define la Transformada de Laplace L[-] de la funci‘on f(t) € E como la
transformaci onintegral

LIf(t)] = F(s) =Z +»
0

e

—stf(t)dt

2. Propiedad de linealidad de la transformada de Laplace

La transformacion de Laplace es lineal, esto es, dadas dos funciones f, g € E se
verifica

L[C1 f(t) + C2 g(t)] = CLL[f(t)] + C2L[g(})], C1, C2 € IR

2.2. Condiciones suficientes de existencia para la transformada de Laplace.

Como la transformada de Laplace se define en términos de una integral impropia

gue puede ser divergente, existen funciones para las cuales no existe dicha
transformada, incluso hay funciones discontinuas, como la del ejemplo anterior,
gue pueden tener transformada; entonces, ¢, bajo qué condiciones una funciones
tienen transformada de Laplace ?. Antes de dar una respuesta parcial a esta
pregunta debemos dar algunas definiciones.



b

e **y(t)dt
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2.3. Transformada directa.

Imaginemos un integral que sea de la forma,

b
1= [e 9 Wh(y)dy

a

Aqui es un valor muy grande y g(y) y h(y) son funciones continuamente
diferenciables, donde la funcion g(y) tiene sus minimos locales en el punto y*
dentro de un intervalo par abierto (a, b) para los cuales la funcion es definida.

Imagina que la densidad de Y es muy alta, entonces la integral puede ser s6lo un
integral o puede ser una anticipacion subsecuente de la funcién h(y). También
puede ser una funcion que genera el momento parala distribucion de la funcion
g(y). En caso de que el valor de sea muy grande, entonces su participacion hacia
esta integral fundamental instiga desde las inmediaciones alrededor del punto y *.

Las declaraciones cripticas con respecto a la integral, como se ha establecido
arriba, puede ser formalmente denotada en la manera de una expresion de Taylor
como la funcién g(y) alrededor del punto y * como,

9(y) =g(y) +g(y) (y—y) +g"(y") (y-y")/ 2+ ...

Al hacer uso de las condiciones iniciales establecidas anteriormente que el punto y
* es el punto de minimos locales, podemos afirmar que g’(y*) =0y g”(y*) es
siempre mayor que cero. Por lo tanto, reescribiendo la ecuacion anterior
obtenemos,
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a(y) -a(y*) =g"(y") (y-y") 2+ ...

Mediante la aproximacién de la funcién h(y) linealmente en las proximidades del
punto y * obtenemos,

Iwe‘)‘g(y*)h(y*)fe'}*g”(y*)(y—y*)z/?

e'}‘g(y*)h’(y*)f(y—y*)e')‘g”(y*)(y'

_Ag(y )h *)W/,\g”(y*)_l_o

2.4. Transformada inversa.

En matematica, la transformada inversa de Laplace de una funcion F(s) es la
funcidn f(t) que cumple con la propiedad

L{f(t)} = F(s),

donde £ es la transformada de Laplace.

La transformada de Laplace junto con la transformada inversa de Laplace tienen
un numero de propiedades que las hacen Utiles para el analisis de sistemas
dindmicos lineales.

2.5. Transformada de derivadas (teorema).

Sea a trozos y de orden exponencial, entonces la transformada de Laplace de
existe un numero para una funcion continua existe. Es decir, tal que existe.
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Demostracion

T k M
Por ser de orden exponencial existen numeros no negativos y tales

ly(t)| < Mert t>T
que para Asi que

coth = [ " sty ()t

teorema anterior enuncia una condicion suficiente y no necesaria para la
existencia de la transformada de Laplace, es decir, puede darse el caso de una
funcidn adn asi tenga transformada, como lo muestra el siguiente ejemplo. que no

cumpla las hipétesis del teorema, pero aun asi tenga transformada, como lo
muestra el siguiente ejemplo.
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2.6. Transformada de integrales (teorema).

La funcidn real debe estar definida para la variable de tiempot, también la funcion
debe ser definida de forma continua en el intervalo [0, ). Asimismo, el integral de

esta funcion debe ser una funcion continua a trozos para el mismo intervalo, esto
es, [0, ).

Y, por ultimo, ambas, la funcién real como el diferencial de la funcion real deben
ser de orden exponencial cuando el valor de t tiende al infinito. Esto significa que
deben existir dos nUmeros reales positivos My , un numero T tal que,

f(t)| < Mea

Aqui el valor de t debe ser siempre mayor o igual que T.

Asumiendo que las condiciones anteriores son validas para la funcion de entrada y
L{f(t)} = F(s), entonces la transformada de Laplace de la integral de la funcion real
puede darse como,

2
L[ [ #(t)at)=1F(s)
0

2.7. Teoremade la convolucion.

En matematica, el teorema de convolucion establece que bajo determinadas
circunstancias, la Transformada de Fourier de unaconvolucién es el producto
punto a punto de las transformadas. En otras palabras, la convolucion en un
dominio (por ejemplo eldominio temporal) es equivalente al producto punto a punto
en el otro dominio (es decir dominio espectral).

Sean | y 4 dos funciones cuya convolucién se expresa con f*g (notar que
el asterisco denota convolucién en este contexto, y no multiplicacién; a veces es
utilizado también el simbolo ). Sea J el operador de la transformada de

Fourier, con lo que *F[f] y F[g] son las transformadas de Fourier de fy g,
respectivamente.

Entonces

FIf * 9] = V2r(FIf]) - (Flg))
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donde - indica producto punto. También puede afirmarse que:

}*[f.g]zw

V2n

. . . 1 g
Aplicando la transformada inversa de Fourier JF °, podemos escribir:

fxg=2rF[F[f] - Flg]

2.8. Transformada de Laplace de una funcidén periddica.

Si f(t) es una funcién periddica con periodo T:

DO = 7= |, SO dt
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